10. GYAKORLAT - hatarérték, folytonossag, parcialis derivaltak, gradiens, Jacobi-matrix,
divergencia, rotaci6

1. Tudjuk, hogy a g : R* — R fiiggvény olyan, hogy minden x € R esetén y — g(x,y) affin lineéris és
hasonléan minden y € R esetén = — g(x,y) affin linearis.
(a) Mit jelent ez szemléletesen?

(b) Igaz-e, hogy ekkor g(z,y) = ax + by + ¢ alaka valamilyen valés a, b, ¢ paraméterek esetén?

2. Szamitsuk ki a kovetkezs hatarértékeket!

(a) lim =tV (b)  lim xy () lim |z|+ |yl (d)  lim x+y
I(zy)|—=1 |(z,y)| =00 |(z,y)| =00 |(z,y)| =00
(e) lim z*+y* (f) lim z+y (g) lim =zy (h)  lim xe™¥
|(z,y)| =00 |(z,y)| =200 |(z,y)| =00 |(z,y)| =00
z>1,y>1 z+y=1 zy>0

3. Vizsgaljuk meg, igazak-e a Bolzano-tétel aldbbi altalanositasai! Itt intervallumon az el6zé feladat-
sorban definidlt R%beli intervallumot értjiik.
(a) Ha f : R — R? folytonos az [a,b] C R intervallumon, tovabba ¢ € [f(a), f(b)] C R? tetsz6leges,
akkor van olyan x € [a, b], hogy f(z) = c.

(b) Ha f : R* — R folytonos az [a,b] C R? intervallumon, tovabbé ¢ € [f(a), f(b)] C R tetsz6leges,
akkor van olyan x € [a, b|, hogy f(x) = c.

4. Szamitsuk ki a kovetkezd hatarértékeket!

(a) lim ="tV (b)  lim ay (c)  lim |z|+ |y| (d) lim z+y
(z,y)[—1 |(z,y)| =00 |(z,y)|—o0 |(z,y)| =00
(e) lim 2*4¢* (f) lim x4y (g) lim =zy (h) lim ze™
|(z,y)|—o0 |(2,y)[ o0 |(z,y)[ =00 |(z,y)| =00
z>1,y>1 z+y=1 zy>0

5. Hatarozzuk meg a kovetkezd hozzéarendeléssel adott fiiggények els§, masodik (és harmadik) valtozoja
szerinti parcidlis derivaltjait!

() flz,y)=a+2y (b) flz,y) =€ (o) flx,y) = -sinz—y) (4) flz,y.z) =2
6. Hatarozzuk meg a kiovetkezd differencidloperatorok értékét a megadott helyen!

(a) Vf(1,0), ahol f(z,y) =z +2y (b) Vf(1,1), ahol f(z,y) = e ="V

(c) V-£(1,1,0), ahol f(z,y,2) = (z,z,222) (d) V-f£(0,0), ahol f(z,y) = (z%y + 3, —2* — 23?)

(e) V xf£(1,1,0), ahol f(z,y,2) = (z,z,22) (f) V x£(1,1,1), ahol f(z,y,2) = (2,1,7)

(e) Vh(1,1,0), ahol h(z,y,2) = (z,x,42z) (f) Vh(0,0), ahol h(z,y) = (ze?, e?)

7. Igazoljuk a kovetkezs azonossigokat abban az egyszerd esetben, amikor feltessziik, hogy mindkét
oldal értelmes! Itt v : R? — R, w : R? — RY tipusu fiiggvények, és az egyenlSség gy értendd, hogy
ha léteznek, akkor minden helyen azonosak.

(a) V-(vw)=(Vu,w)+oV-w (b) V-Vv=2030+ 0pv+--+ 0gv(:= Av)
(c) Vx (Vv)=0,ahold=3 (d) V-(V xwv)=0,ahol d=3.

8. Egy w : R® — R? fiiggvényre teljesiil, hogy V x w = 0 és V - w = 0, abb6l kivetkezik-e, hogy ez
konstans?



9.

10.

11.

Valaki a w : R? — R fiiggvény mésodik derivaltjat akarja meghatarozni egy pontban tgy, hogy a
Young-tételt alkalmazni lehet. Ehhez hény parcidlis derivaltat kell kiszdmolnia?

Adjuk meg a kovetkezd hozzéarendeléssel adott fiiggvények grafikonjat az (zg, yo) pontban érints sikok
egyenletét!

(a) f(l',y) = 2:vy, (I'O,y[)) = (172) (b) f(xvy) =V 6— 22— y27 ($an0) = (27 _1)
(c) flz.y) =5y (o.m0) = (5,00 (d) flz,y) =In(2®+y*), (z0.40) = (1,0)

A5, h 0,0
Igazoljuk, hogy az f(z,y) = { ***+v*’ a (z,y) # (0,0)

0, ha(x,y)#(0,0)
D102 £(0,0) # 920, £(0,0).

Hasznaljuk fel, hogy definicié szerint

01£(0,6) — 61 f(0,0)
)

hozzéarendeléssel adott fiiggvény esetén

92£(0,0) — 8>£(0,0)
> .

8261f(0, O) = (151_I>I(1) €S 8182f(0, O) = (151_{%



