3. GYAKORLAT - Integralszamitas alkalmazasai, Riemann-integralok tulajdonsagai

A szamolasok soran az aldbbi képletekre lesz sziikségiink:

Az f:

[a,b] — (0,00) folytonosan derivalhato fiiggvény grafikonjanak x tengely koriili forgatéséaval
b

b
kapott palast felszine: 27r/ fV1+(f)?, azigy kapott test térfogata: 7T/ 12

1.

10.
11.

12.

13.

14.

a

Mennyi a térfogata annak a stkidomnak, amelyet az h : [1,2] — R, h(z) = 1 hozzérendeléssel
adott hiperbola x tengely koriili megforgatasaval kapunk?

Szamitsuk ki azon kup felszinét, amelynek magassaga m, alapkorének sugara pedig !
Mekkora a ch|j_1 ) fiiggény grafikonjanak x tengely koriili forgatasaval kapott palast felszine?

Egy 10 m atmérsjd gomb alakt viztartalyban 3 m magasan all a viz. Ez hany m? vizmennyiség?

. Egy testet ugy kaptunk, hogy az f(x) = x*|2 hozzérendeléssel adott fliggvény grafikonjat az

y tengely koriil megforgattuk. Most egy vizszintes sikkal ketté akarjuk vagni tgy, hogy a két
kapott darab térfogata azonos legyen. Hol (milyen magasségnal) vagjuk ketté?

. Az oszcillacios 0sszeg becslését hasznélva indokoljuk meg, hogy az alabbi fiiggvények Riemann-

integralhatok:

1, z=2,
0, z€l0,4]\2

1, ze€[-2,0]

0, z€(0,2] (c) h(z) =22 =z €]0,3]

Legyen f : [a,b] — R olyan, amely folytonos az [a, s) és (s, b] intervallumokon, emellett hIJP f

és lim f létezik és véges. Igazoljuk, hogy f Riemann-integralhato!

Szamitsuk ki az alabbi fiiggvényekhez tartozo S¢(®) — s¢(®P) oszcillacios Gsszeget (vagyis a felss
és also kozelité Riemann-osszegek kiilonbségét) azon a & felosztason, amelyik egyenletes, és 2n
db részintervallumot tartalmaz!

(a) £:10,2] = R, f(z) =2 (b) f:[0,1] — R, f(I)ZIL+1
(©) f:[-L1] >R, f(z)=senz (d) f:[0,2] =R, f(z)= {(1] E: i;%

. Igazoljuk, hogy ha f : [a,b] — R feliilrsl nem korlatos, akkor S¢(®) = oo minden felosztason!

Lehet valamilyen felosztason az f : [a, b] — R fiiggvényre egyszerre Sy(®) = 0o és s¢(P) = —o0?
Lehet valamilyen felosztason az f : [a,b] — R fliggvényre egyszerre Sy(®) = 0o és sp(P) = 00?

Mutassunk példat olyan f és g : [a,b] — R fiiggvényekre, amelyek nem Riemann-integralhatok
la,b]-n, de fg Riemann-integralhato!

Mutassunk példat olyan f fiiggvénye, amely Riemann-integralhato a [0, 1] intervallumon, de
1/f itt nem Riemann-integralhato!

Igazoljuk, hogy ha f € Cla,b], valamint f > 0, de f nem azonosan nulla, akkor fab f>0
teljestil!



15. Igazoljuk, hogy ha f € C|a,b|, valamint minden a < x; < x9 < b < esetén / f >0, akkor
f >0 teljestil!

16. Igazoljuk, hogy minden f € C|a, b] fiiggvényre és z € [a, b] pontra teljesiilnek az alabbiak!

%g%/ f(x (1513[1)6/ flz = f(2).

17. Adjuk meg egyszerbb alakban a z — [° f(z) dz hozzérendeléssel adott fiiggvényt, ahol
f:[-1,1] — R, tovabba

(a) f(x)=2 (b) fl(x)=2 (c) f(z)=|z|] (d) f(z)=sgnx (e) f(x)=x—sgnzx

18.* Igaz-e hogy ha f Riemann integralhato, akkor el6zd feladatban definidlt fiiggvény folytonos,
illetve derivalhato6?

19. * Igazoljuk, hogy ha f : [a,b] — R Riemann-integralhato fiiggvény konvex, akkor

| 1< @ + 1)

[gaz az allitas megforditasa?



