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4. GYAKORLAT - Improprius integralok

. Konvergensek-e az alabbi improprius integralok? Ha igen, szamitsuk ki oket!
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. Hatarozzuk meg, milyen pozitiv a és o esetén konvergensek az alabbi improprius integralok!
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. Igazoljuk, hogy ha f : [0,00) — R monoton csoékkeno és / f konvergens, akkor lim f =0
0 o
teljestil!
Igazoljuk, hogy ha f : [0,00) — R, akkor / f mindenképp létezik!
0

. Konstrualjunk olyan f : [0,00) — R lokalisan integralhaté fiiggvényt, amelyre / f konver-
0

gens, ugyanakkor lim f nem létezik!

Mutassunk olyan esetet is, amikor valamilyen (z,)n,enr — 00 részsorozatra (f(x,))nen — 00
[e.e]

teljestiil, ugyanakkor f tovabbra is konvergens!

0
* Az el6z6 esetnek egy olyan verzidjara is mutassunk példat, amikor f mindeniitt folytonos.

. Legyen f : [s1,00] — RT tetszoleges folytonos fiiggvény, s; < $o, tovabba g : [s9,00] — RT

olyan, hogy f < g és fszog < 00. Igazoljuk, hogy ekkor f;o f < oo is teljestil!

Legyen f : [s1,00] — RT tetszoleges folytonos fiiggvény, s; < sg, tovabba g : [se, 0] — RT
olyan, hogy f > g és f:;g = 00. Igazoljuk, hogy ekkor f;o f = oo is teljesil!

. Hasznaljuk az elozo két feladatban szerepld, iin. minorans- majoranskritériumot annak eldon-

tésére, hogy a kovetkez6 improrius integralok konvergensek-e!
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. Tudjuk, hogy az / f és g improprius integrélok konvergensek. Kovetkezik-e ebbdl, hogy

a kovetkezd integré?lok barrralelyike konvergens?
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Mutassunk ra példaval, hogy ha az f : [1,00) — R fiiggvényre nem teljesiil, hogy pozitiv, illetve
hogy monoton csokkend, akkor a kévetkezd kijelentések nem ekvivalensek!

(i) f: f(n) konvergens (ii) / h f konvergens
j=1 1
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Az integréalkritérium alkalmazéasahoz hasonléan akarjuk becsiilni a Z —— sor Osszegét. Milyen

Jl‘7

o
iranyu becslést ad erre az / — dz improprius integral?
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A tomegvonzas szokasos modellje alapjan az r tavolsagban levé my és mo tomegi pontszeri

testek kozt fellépd gravitacios eré egy G konstanssal G - ™32 alakd. Vagyis az a munka,
mym
amelynek hatasara r; tavolsagrol ro tavolsagra keriilnek egyméstol, az / G - ——"2 dr alakban
T’

adhatd meg. Mekkora munkat végziink, ha két ilyen ,Osszeragadt” testet egységnyi tavolsagra
tavolitunk el egyméastol? Tokéletes ez alapjan a fenti modell?

13.* Legyen f : I\ {xo} — R olyan (most ismét a = infI és b = supl), amely értelmezési

tartomanyén folytonos!

(a) Igazoljuk, hogy f minden [ag,bo] C I\ {zo} intervallumon Riemann-integralhato!

(b) Igazoljuk, hogy =g € I esetén (azaz ha a fenti feltétel nem semmitmondé) f improprius
értelemben nem Riemann-integréalhato!

Terjessziik ki tehat az improprius integral fogalmat a kdvetkezSképpen:

o e[ L)

ha a fenti hatarérték értelmes.

(c) Szamitsuk ki ebben az értelemben a kévetkezd integralokat!

(i) PV/_lli (i) P\//_l1 \/%’ (i) Pv/_:$ (iv) PV/:%

(d) Dénstiik el, hogy a kovetkezs integralok végesek-e!
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(i) PV / cos® (ii) PV / S i) PV [ —— (iv) PV / t
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(e) A fenti definici6 nem ugyanaz, mint ha lim / [+ lim f szerepelne a jobb olda-
=0 J/, 0—0 2046

lon?



