7. GYAKORLAT - Fiiggvénysorozatok pontonkénti és egyenletes konvergenciija

1. Egyenletesen konvergensek-e az aldbbi fliggvénysorozatok illetve fiiggvénysorok a megadott
halmazokon?

() fule) =l —n| () H=[-34] (i) H=R
[_

(b) fule) =2 () H=[-44] (i) H=R

(©) fula) = 25 H =R
(@) ful@) =sin (Z), H=R

(e) fn(x> =a", (1) H = [07%} (11) H = [Oa 1]7
(f) fo(z) =a™ =2t H=10,1];

(8) falz) =2" —2*, H=[0,1];

(1) fulr) = ——, H=R\N;

0 o) ="

() folz)=e ™ (1) H=(-10,10) (ii) H=R;
(k) fa(x)=> 2% (1) [—3.3)-en (i) (=1,1)-en.
2. Igazoljuk, hogy ha f, — f pontonként, és minden f,, monoton csokkend, akkor f is az.

3. Van-e olyan

(a) sehol sem folytonos fiiggvényekbol allo fiiggvénysorozat, amely egyenletesen tart egy foly-
tonos fiiggvényhez?

(b) folytonos fiiggvényekbol 4ll6 fiiggvénysorozat, amely egyenletesen tart a Dirichlet-fiiggvényhez?

4. Adjunk példat olyan Riemann-integralhato fiiggvényekbdl allo ( f,,)nen fliggvénysorozatra, hogy
fn — [ pontonként I = [0, 1]-en, f is Riemann-integralhato, de

(a) f[f" vas flf’
(b) [} fa = +00,

(c) az ([, fn) szamsorozatnak nincs limesze.
5. Mutassunk példat olyan I-n differencialhaté fliggvényekbdl allo (f,,) fiiggvénysorozatra, hogy

(a) fn — f egyenletesen, de f legalabb 1 pontban nem differencialhato.
(b) fn — f egyenletesen, f differencialhato, de f! /4 f'.

6. Igazoljuk, hogy ha f,, : [0,1] — R és g, : [0,2] — R minden n € N-re tovabba f,, — fés g, — ¢
egyenletesen, akkor h,, — h egyenletesen, ahol

hww:{h@)xémﬂ]

gn(z) z€11,2].

7. Igazoljuk, hogy ha f, — f egyenletesen és f korlatos, akkor f2 — f? is teljesiil!



8. Igazoljuk, hogy ha az el6z6 feladatban f nem korlatos, akkor f2 — f2 nem feltétleniil teljesiil!

9. Teljesiilnek-e a kovetkez6 egyenlGségek?

1 1
(a) lim [2"dz= [ lim 2" dz

. x 1 o x . 1
©) Jim ] e de = i e de

(c) lim j?fn(x) dz = T) lim f,(z) dz, ahol f,(z) = {%7 x € [0,n]
n—00 o Moo 0, ze€ (TL, OO)

2 2

(@) Jim [ de = [ lim i do

/
(e) lim (farc tg x”)l = (lim Larc tg :E”) z €10,2)

00 n—ro0
(f) lim (larctg x")/ = (lim Larc tg x”)l T € [2,00)
n—oo n—oo
10. Igaz-e, hogy ha f, : R — R minden n € N-re, tovabba f,, — f egyenletesen R minden korlatos

részhalmazan, akkor f, — f egyenletesen az R halmazon is?

11. Igaz-e, hogy ha az f,, : R — R fiiggvények (improprius értelemben) Riemann-integralhatok, és
(fn)nen — f egyenletesen, akkor f is Riemann-integralhat6?



