8. GYAKORLAT - Fiiggvénysorok konvergenciija, hatvianysorok, Taylor-sorok

1. Adjuk meg a kovetkez6 fliggvénysorok konvergenciahalmazat!
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2. Igazoljuk, hogy ha a Z fn és Z gn fiiggvénysorok egyenletesen konvergensek az M halmazon,
n=0 n=0

akkor itt Z fn + gn is egyenletesen konvergens!
n=0

3. Bizonyitsuk be a Weierstrafl-kritérium segitségével, hogy az alabbi fliggvénysorok egyenletesen
konvergensek a megadott halmazokon!
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4. Tgazoljuk, hogy a kovetkez§ fiiggvénysorokat szabad tagonként derivalni a konvergenciahalma-
zukon!
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5. Az an fiiggvénysor tagjai az fi(z) = Va2 + 1 és fo(z) = /22 + + 5 — /22 + o= 1 g, N> 2
n=1

hozzarendeléssel adottak. Igazoljuk, hogy hidba konvergens a fiiggvénysor R-en egyenletesen,
nem szabad azt tagonként derivalni!

6. Igaz-e, hogy ha a Z fn fiiggvénysor egyenletesen konvergens minden [—M, M| alakt halmazon,

n=0
akkor R-en is egyenletesen konvergens?

7. Szamitsuk ki az alabbi hatvanysorok konvergenciasugarat és konvergenciahalmazat!

o0 o0 e 9]

(a) Y (~1)"(x—1) (b) Y 4’ (©) D 52" (d) Y
n=0 n=0 n=1 2n n=0 n + 1
n [P —
(€) 2 s ®) Z e (&) Z " 2n + 1)!
n=0 n=0 n=0 n:O
8. Az g(z) = ﬁ fiiggvény nulla koriili Taylor-soranak felhasznalasaval adjuk meg az alabbi

hozzéarendeléssel definialt fiiggvények nulla koriili Taylor-sorat! Adjuk meg a megfelels konver-
genciasugarat is minden esetben!

W f0)= =g O f@=m © M@= @ f@=h+)
© f@ =T 0= @) S0 = e (W) @) =g

9. Igazoljuk, hogy ha egy hatvanysor konvergenciahalmaza R, akkor egyiitthatéinak sorozata nul-
lahoz tart! Igaz ennek megforditasa?
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[gazoljuk, hogy ha a Z a,x" sor konvergens x = 3-ban, akkor x = 2-ben is az!
n=0

Van-e olyan hatvanysor, amelynek konvergenciahalmaza az (a) [1,4]\ {2} (b) [0, c0) halmaz?

Igazoljuk, hogy a Z an,(x — xp)" hatvanysor konvergenciasugara megegyezik a Z i1 (T — T0)
n=0 n=0
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valamint a g an—1(x — xo)" hatvanysor konvergenciasugaraval!

n=1

Ellenérizziik, hogy ha az exponencialis, az sh, ch, sin, cos fiiggvényeket a hatvanysorukkal
definidltuk volna, akkor is kozvetleniil kapnank a kovetkezs nevezetes derivaltakat!

(a) exp’ = exp (b) sin’ = cos (c) cos’ = —sin (d) sh’ =ch (d) ch’ =sh
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