3. GYAKORLAT - sorozatok, hatarértékek

A feladatsorban sorozatokat mindig azok n-edik tagjaval adunk meg, amelyet a,, jeldl (n € Z%).

1. Mely sorozatok novéek, csokkendek, illetve korlatosak az alabbiak koziil?

@a=fom Da= @e=gs  @a=h@+
(€) a, =sinn o= @e=ty 0=

Han=vn+l-vn (Ha=01+2)" Ka=00+2)" O a,=n

Igazoljuk, hogy korlatos sorozatok Osszege és szorzata is korlatos!

Mutassunk példat arra, hogy korlatos pozitiv tagi sorozatok hanyadosa nem feltétleniil
korlatos!

Igazoljuk, hogy monoton névé sorozatok Osszege is monoton névo!

Mutassunk példat arra, hogy monoton névé sorozatok szorzata lehet monoton csékkend
vagy akar nem monoton is!

4. Igazoljuk, hogy tetszbleges A € R és (a,) valos sorozat esetén fennéllnak a kovetkezs ekviva-
lencidk!

(a)

()"

a, > A= Vee (0,1)IngeNVn>ny |a,— Al <e

a, > A=VeeR" Ing e NVn>ng |a, — Al <2

[gazoljuk, hogy ha két sorozat csak véges sok taghan tér el egymaéastol, akkor a hatarértékiik
ugyanaz vagy egyiknek sincs hatarértéke!

Igazoljuk, hogy ha két konvergens sorozatnak végtelen sok azonos eleme van, akkor a
hatarértékiik ugyanaz!

Fennall az is, hogy ha két sorozatnak végtelen sok azonos eleme van, és az egyiknek van
hatarértéke, akkor a méasiknak is?
Tegyiik fel, hogy lima, = limb,. Igazoljuk, hogy ekkor az aq, by, as, bs, as, bz, ... sorozat

limesze létezik, valamint (a,) és (b,) kozos hatarértékével egyezik meg!

Legyenek (a1,), (as,), (asn), . . . sorozatok gy, hogy azok kozos hatarértéke A. Igaz-e, hogy
ekkor az ay 1, as2,as3, ... sorozat hatarértéke is A lesz?

7. Szamitsuk ki az alabbiakban megadott sorozatok hatarértékét, ha az létezik!

(a) an = (—i)" (b) Gn = n"2 (C) an = nQ{l-n
7"1‘2—L
(d) an = logy(2 = 1) () an = 355 (F) an = 37
n(3—n?2 n— . n—1—3n
(g) an = % (h) a, = %ﬁ i)* a, = 2\/}n1+1f

(j)an:—w (k) a, =vn+1—+/n () a, =vn2+n—+vn2+1
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8. Igazoljuk teljes indukcioval az alabbi allitdsban szerepld tin. Bernoulli-egyenlGtlenséget!

Minden n € Nt é¢sa € [—1,00) esetén (1 +a)” > 1+ an.



9. * A fenti allitas felhasznaldsaval mutassuk meg, hogy minden 6 > 0 szdmhoz van olyan ny,
hogy n > ng esetén

(@) (14+6)">1+5n5 (b) (1+§)">1+n35 teljesiil

(e)

(f)

(g)"

Hatéarozzuk meg, milyen (konstans) g értékek esetén lesz lim ¢" értéke 0, 1, oo, illetve mikor
nem létezik!

1 1

Igazoljuk, hogy ha lima, = A, ahol A # 0, akkor lim — = 1 teljesiill  Vizsgaljuk meg
Qn

kiilon az A = oo és A = —o0 eseteket is!

Igazoljuk, hogy ha a nemnegativ tagi (a,) sorozatra lima, = A, akkor k € Z* esetén
lim /a, = VA teljesiil!

Igazoljuk, hogy ha a pozitiv tagt (a,) sorozatra lima, = A € RT, akkor lim {/a, =1 tel-
jestil!

Igazoljuk, hogy ha az (a,) sorozatra lima, = A € R, ahol |A] < 1, akkor lima;, = 0.

Qp+1
G,

[gazoljuk, hogy ha pozitiv tagi (a,) sorozat elemeire lim = A teljesiil valamilyen

A > 1 szamra, akkor lim a,, = co.

Ap+1
Qnp,

Igazoljuk, hogy ha (a,) sorozat elemei kozt nem szerepel a nulla, és lim

= A teljesiil

valamilyen —1 < A < 1 szamra, akkor lima,, = 0.

1 n
11. A lim (1 + —) = e egyenlgség felhasznalasaval szamitsuk ki az alabbi hatarértékeket!
n

@an=01+5"  Ma=1+2)" (c)a,=(1-1)""

n

@ an=(54)" (0 an= (5252)




